2. Variabile aleatoare.
Consideram aplicatia X :Q — R si notdm pentru orice xe R,
(X <x)={eeQ, X(e)<x}.
Fie Q o multime (multimea evenimentelor elementare legate de o anumita
experientd) si K, o o-algebra de parti ale lui Q.
Se numeste variabila aleatoare ( relativla K), o aplicatie X :Q - R, cu
proprietateacd Vxe R, (X <x)e K.

Daca X si Y sunt variabile aleatoare definite pe acelasi Q, atunci se

pot introduce operatiile algebrice X +Y, XY, % (daca Y nu ia valoarea 0),

ca si in cazul general al aplicatiilor definite pe o aceeasi multime.

Daca Qi)X (Q)i) R, atunci se poate defini operatia de compunere
goX: Q> R, VeeQ, (goX)e) =g(X(e)

Dupa multimea valorilor pe care variabilele aleatoare le pot lua, acestea
se clasifica astfel:
Variabile aleatoare discrete — care pot lua un numar cel mult numarabil de
valori; un caz particular al acestora il constituie variabilele aleatoare finite, care
pot lua doar un numar finit de valori;
Variabile aleatoare continue — care pot lua un numar nenumarabil de valori.
Daca X este o varoabila aleatoare discreta, atunci repartitia sa de probabilitate
poate fi data punandu-se in evidentd probabilitdtile valorilor pe care le poate

lua. Acestea se aseaza intr-un tabel

Xi
X( ], unde DPi :P(X:xl-).

Di

Daca X este o variabila aleatoare discreta infinit numarabila, atunci ieN 1ar
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dacd X este o variabili aleatoare finitd, atunci ie{l,---,n}. In ambele cazuri,
suma probabilitdtilor din randul al doilea este egald cu 1 .
Daca X este o variabila aleatoare continud, atunci distributia sa de

probabilitate va fi data prin densitatea sa de repartitie.

Functia de repartitie a unei variabile aleatoare.
Consideram Q, K, P:K —[0,1], X:Q—R cu semnificatiile de pana
acum.
Se numeste functie de repartitie a variabilei aleatoare X, functia
F:R-[0]1], VxeR F(x)=P(X <x).
Exemplu. Fie X variabila aleatoare finitd egald cu numarul de puncte de
pe fata superioard a unui zar aruncat. Sa se scrie repartitia de probabilitate si sa

se determine functia de repartitie a lui X.

1 23 456 2 x<l1
XL 1111 1) F={ k<xsk+l keflos).
6 6 6 6 6 6 i 56

Proprietatile functiei de repartitie.
1. F este o functie monoton crescatoare.

2. lim F(x)=0, lim F(x)=1;

X—>—0 X—>0
3. In orice punct «xeR , F este continui la stinga. Notand

F(x—O):liinF(x—h), are loc adica F(x—0)= F(x).
o

4. P(a< X <b)=F(b)-F(a);

P(X =a)=F(a+0)-F(a), unde am notat F(x+0)= liinF(erh).
o
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Daca F e continua si la dreapta pe punctul «, adicd F(a+0)= f(a), atunci
P(X =a)=0.

P(a< X <b)=F(b)~-F(a+0);
P(a< X <b)=F(b+0)-F(a);
P(a< X <b)=F(b+0)—F(a+0).

Densitatea de repartitie a unei variabile aleatoare continue.
Consideram variabila aleatoare continuda X :Q — R, avand functia de
repartitie F.

Se numeste densitate de repartitie a lui X', o functie f: R—[0,[ , cu
X
proprietatea cd VxeR, F(x)= j f() dt.
—00

Din punct de vedere geometric, F este aria cuprinsa intre graficul lui f
si axa Ox, intre —o s1 Xx.

Daca f este continud pe punctul x, atunci F este derivabild pe punctul
x s F'(x)= f(x).

Proprietati ale densitatii de repartitie.

1. Tf(x)dle;

b ©
2. Pla<X<b)=|f(x)dx, 3. P(X 2b) = [ f(x) dx.
b

a
Variabilele aleatoare X s1 Y se numesc independente daca pentru orice
x, y € R are loc urmatoarea conditie:
cand X si Y sunt variabile aleatoare discrete, conditia este

P(X=x, Y=y)=P(X =x)-P(Y =y);
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cand X si Y sunt variabile aleatoare continue, conditia este

P(X <x, Y<y)=P(X <x)-P(Y <y).

Caracteristici numerice ale variabilelor aleatoare.

Valoarea medie.

Daca X este o variabild aleatoare discretd avand repartitia de
probabilitate datd prin tabelul

X O
X[ J pe=PX=xp), Dopp=1,
Pk k=1

0
atunci valoarea medie a lui X este numdrul M(X)=) x;p; (seria din
k=1

membrul al doilea fiind presupusa absolut convergentd). Atunci cand X este o
variabild aleatoare finita care poate lua » valori, atunci insumarea se face de la
1 pandla n.

Daca X este o variabila aleatoare continua, avand densitatea de

o0
repartitie ', atunci valoarea medie a lui X este numarul M(X)= J-x f(x)dx ,

(integrala din membrul al doilea fiind presupusa absolut convergenta).
Proprietitile valorii medii.
1.Daca a<X<b atunci arelocsi a<M(X)<h; M(C)=C.
2. M(CX)=C M(X);
3. M(X +Y)=M(X)+M(Y);

4. Daca X s1 Y sunt independente, atunci M(XY) =M (X)-M(Y).
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Dispersia.

Consideram o variabila aleatoare X, avand valoarea medie M (X) =m.
Se numeste dispersie alui X, numirul D?(X)=M ((X —m)z).
Proprietitile dispersiei.

1. D>(x)>0; D*(C)=0;

2. D>(X)=M(X?)-m>.

3. D?>(Cx)=C?-D*(X);

4.Daca X si Y suntindependente, atunci D?(X +Y)=D?(X)+D*(Y).

Inegalitatea lui Cebisev.

Dacdi M(X)=m si D*(X)=oc2, atuncipentruorice a >0, are loc

O_2 2

P(x -m>a)<Z-, sauinegalitatea echivalentdi  P(X —m|<a)> 1—0—2.
a a

3. Cateva legi uzuale de probabilitate.

1. Repartitia binimiala.

Variabila aleatoare finitd X urmeaza o repartitie binomiala de parametri
nsi p ( neN, pe[0,]), dacd ea poate lua valoarile & €{0,1,---,n} respectiv
cu probabilitatile P, = C,]f pha-prr. x reprezintd numarul bilelor albe
extrase in conditiile schemei bilei intoarse.

Dacda X urmeaza o repartitie binomiald de parametri # §i p, atunci
MX)=np si D*(X)=np(l-p).

2. Repartitia polinomiala.

Variabila aleatoare finitd X urmeaza o repartitie polinomiala de
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parametri n, p;,---,p, ( neN, p;€[0]], ie{l,-,n} ), dacd ea poate lua

valoarile ke{0.1,---,n} respectiv cu probabilitatile P, egale cu coeficientul lui

x* din polinomul (p;x+gq;)--(p,x+gq,), unde am notat ¢, =1- p;.
Daca X urmeazd o repartitie polinomiald de parametri n, p;,---, p,,
. . 2

atunct. M(X) = py+--+p, §1 D7(X)=p1q) +--+ pyqy.
In cazul particular in care p; =---=p, , repartitia polinomiala se reduce

la cea binomiala.

3. Repartitia hipergeometrica.

Variabila aleatoare finitd X urmeaza o repartitie hipergeometrica de
parametri N, a,; n, k (unde N,a,nkeN, k<a<N, k<n<N), dacd ea
poate lua valoarile k e {0,1,---,n} respectiv cu probabilitatile

_Cy-Ch,

Py
Cy

Notand p:%, qg=1-p, valoarea medie si dispersia lui X vor fi

N-—-n

M(X)=np,  D*X)=——

4. Distributia Poisson (legea evenimentelor rare).

Variabila aleatoare discretd X urmeaza o distributie Poisson de
parametru A2 ( 4>0 ), daca ea poate lua valorile k£, keN, respectiv cu
probabilitatile

A

Pk—ﬂe

Dacda X urmeaza o distributie Poisson de parametru 4, atunci

M(X)=4, D*(X)=2A.
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5. Distributia uniforma.
Variabila aleatoare continud X urmeaza o distributie uniforma pe

intervalul [a,b], dacad densitatea sa de repartitie este

1

JO=bra ntruxglab]

pentru x €[a,b]

Dacda X urmeaza o distributie uniforma pe [q,b], atunci functia sa de

repartitie este

0 pentru x < a
F(x)= Z_a pentrua<x<b ,
—a
1 pentru x> b
2
. b . . . b—
valoarea sa medie este M (X) =27 jar dispersia sa este D*(X)= ( 12a) :

6. Distributia exponentiala.
Variabila aleatoare continud X urmeaza o distributie exponentiala de

parametru u, (u>0), dacad densitatea sa de repartitie este

£ = e HX pentru x >0 .
0 pentru x <0

Daca X urmeaza o distributie exponentiald de parametru x, atunci

functia sa de repartitie este

—e HX entru x >0
Fx) = l-e p ,
0 pentru x <0

Valoarea sa medie este M (X)= 1 iar dispersia sa este D?(X) = %
Y7,

Y7
7. Distributia normala.
Variabila aleatoare continud X urmeaza o distributie normala de

parametri m $i o, o >0, daca densitatea sa de repartitie este

53



(x—m)?

2
207 xeR.

1 _
e
o217

Se mai spune ca variabila aleatoare X este de tip N(m,o). Graficul functiei f

fx)=

se numeste ,,clopotul lui Gauss” si este simetric fata de dreapta x=m.
Daca X urmeaza o distributie normald de parametri m si o, atunci

functia sa de repartitie este

F(x)=

valoarea sa medie este M (X)=m, iar dispersia sa este D?(X)=o">.

Variabila aleatoare Y de tip N(0,1), adicd avand m =0, o=1, se

numeste variabila aleatoare normala standard. Functia sa de repartitie este

yfz

| _
D(y)=—== |e 2 dt
N2 _‘[O
iar valorile sale pentru y >0, sunt date in tabele ( intre 0 si 2, din sutime 1n

sutime, apoi pentru valori mai indepartate ale lui y ). Pentru valorile y care nu

se afld in tabele, valorile lui ® se pot aproxima prin interpolare. Pentru y >0,
®(-y)=1-®(y). Cu ajutorul functiei @, se poate exprima functia de repartitie

F, aunei variabile aleatoare de tip N(m,o), prin relatia
F(x)= cp[x_’”j .
(e

In diferite probleme de statistici, este nevoie sid gisim, pentru

a €]0,1[ dat, cuantila (valoarea) 1, a variabilei aleatoare normale standard Y,
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pentru care P(|Y|>4, )=a. Deoarece P(|Y|>2, )=2(1-®(4,)), rezulti ci
D(A,) = 1—%, iar din tabele se afld cuantila 4, .

8. Distributia Hi patrat.

Variabila aleatoare Hi patrat cu n grade de libertate este suma

r=x?+4X,2, unde  X;,---,X, sunt variabile aleatoare normale

standard, independente. Valoarea medie M(y?)=n iar dispersia D?(y%)=2n.

In diferite probleme de statistici, este nevoie sid gisim, pentru

a €]0,1[ dat, cuantila (valoarea) 4, a variabilei aleatoare 72, pentru care

P(;(2 </1a)=a. Aceste cuantile sunt date in tabele cu doud intrari: liniile
tabelului corespund cu diferite grade de libertate iar coloanele tabelului, - cu
diferite valori ale lui «.

9. Distributia Student.

Variabila aleatoare t (Student), cu n grade de libertate, se exprima prin

t=n L =n ! :

n
X \/X12+'”+Xn2

unde unde X;,--,X,,Y sunt variabile aleatoare normale standard,

independente. Valoarea medie M(r)=0 iar dispersia D2(t) = % , N>2.

In diferite probleme de statistici, este nevoie si gisim, pentru

p€l0,1[ dat, cuantila (valoarea) ¢, a variabilei aleatoare t, pentru care
P(|t|2tp ): p. Aceste cuantile sunt date in tabele cu doud intrari: liniile

tabelului corespund cu diferite grade de libertate iar coloanele tabelului, - cu

diferite valori ale lui p.
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Dependenta variabilelor aleatoare.

Consideram variabilele aleatoare X,Y: Q — R, pentru care exista
M(X), M), M((XY).

Se numeste covarianta alut X si Y, numadrul notat Cyxy dat de relatia

Cxy =M( (X =M(X))-(Y =M(Y)) )= M(XY)~M(X)-M(Y).
Covarianta are urmatoarele proprietati:
Cxx =D*(X);
Daca X si Y sunt variabile aleatoare independente, atunci Cyy =0;
C,,~ <D*(X)-D*(Y).

Se numeste coeficient de corelatie alui X si Y, numarul notat ryy,
Dat de relatia

. Cxy
- D(X)-D(Y)

rxy
Coeficientul de corelatie are urmatoarele proprietati:
L4 | rxy | <1;
e |ryy|=1 dacd si numai daca intre X §i Y existd o relatie de dependenta
functionald, exprimata printr-o functie de gradul I.

e Dacd X si Y sunt variabile aleatoare independente, atunci ryy = 0.

Reciproca acestei afirmatii in general nu este adevarata.

Legea numerelor mari.

Fie 4 un eveniment legat de o anumitd experientd si fie P(4)=p.
Notdm cu X, variabila aleatoare egala cu numarul de realizari ale lui 4 in n
experiente ( X, este o variabila aleatoare binomiald de parametri n s1 p ,

numitd frecventa absolutd a lui 4 in n experiente). Notam f, , numarul
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denumit frecventa relativa a lui 4, in n experiente. Are loc pentru

Ve>0 lim P(|f, - p|>£)=0 sauechivalent, Ve>0 lim P(|f, - p|<e)=1.
n—oo n—oo

(se spune ca sirul de variabile aleatoare f, converge in probabilitate catre p).
Astfel, legea numerelor mari, sub forma lui Bernoulli, se enunta astfel: sirul
frecventelor relative ale unui eveniment in n experiente converge 1in

probabilitate catre probabilitatea acelui eveniment, atunci cand n — .

Exercitii rezolvate.

1. Stiind ca variabila aleatoare X are repartitia de probabilitate
5 10
X
(1/3 2/3}

Sa se scrie repartitia de probabilitate pentru variabilele aleatoare 2X respectv

X2
. 10 20 2 (25 100
Solutie. (2X) , X .
’ 1/3 2/3 1/3 2/3
2. Repartitia de probabilitate a variabilei aleatoare finite X este datd in
tabelul

X( 0 2 4 6 8 10 J
1/8 1/8 1/4 k 1/8 1/8
Sa se determine valoarea lui % .
Solutie. Stiind ca suma probabilitatilor din randul al doilea al tabelului
trebuie sa fie egald cu 1, rezultd k=1/4.

3. Se arunca doud zaruri. S& se scrie functia de repartitie a sumei

punctelor obtinute pe cele doud zaruri.
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Solutie. Fie X si Y variabilele aleatoare egale respectiv cu numarul de
puncte obtinut pe cele doud zaruri. Fiecare din acestea variabile aleatoare poate
lua valorile naturale 7, 2, ..., 6 , respectiv cu probabilitatile 7/6. Rezulta ca
X+Y poate lua valorile naturale de la 2 pana la /2 , cu probabilitatile
specificate in urmatorul tabel:

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
X+y)| 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1

36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

Functia de repartitie a lui X+Y va fi F(z)=P(X+Y <z), a carei valoare se

obtine adunand probabilitatile corespunzatoare valorilor sumei X+Y, mai mici
decat z. Astfel se obtine:

0 z<2
1/36 2<z<3
2/36 3<z<4
F(z)= ) )
35/36 11<z<12
1 z>12

l1—cx xe€[0,2]

. Stiind
0 x2[0,2]

4. Se considera functia f: R - R, f(x) ={

ca f este densitatea de repartitie a unei variabile aleatoare X, sa se afle
valoarea lui ¢, apoi sa se determine functia de repartitie a lui X.
Solutie. Deoarece f este o densitate de repartitie, ea trebuie sa satisfaca
relatia
% o 2
j f(x)dx=1. Dar j F(x)dx = j (1-cx)dx=2-2¢. Din 2-2c=1 rezulta
~o0 ~o0 0

c=1/2.
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Fie F(x) functia de repartitie a lui X. Pentru x<0, F(x)=0. Pentru

x(4—x)

X
0<x<2, F(x):.[(l—%t)dt: . Pentru x>2, F(x)=1.

0

5. Timpul de asteptare in minute la o statie de autobus este o variabila

aleatoare X, avand functia de repartitie

0 x<0
x/2 0<x<l
F(x)=41/2 1<x<2 .
x/4 2<x<4
1 x>4

Se cere: a) densitatea de repartitie a lui X ;
b) probabilitatea ca un calator sd astepte mai mult de 3 minute;
c) probabilitatea ca un cdlator sa astepte mai mult de 3 minute, stiind ca deja a
asteptat un minut.
Solutie. a) In interiorul fiecdruia din intervale, F este derivabila si

densitatea de repartitie este f(x)=F'(x). Rezultd ca

1/2 daca x€]0,1]
f(x)=41/4 daca xe€]2,4[ .

0 in rest

Valorile lui f la capetele intervalelor este nerelevanta, in ce priveste pe F(x).

b) P(X>3):1—F(3):1—%=% .

¢) Notam cu A, evenimentul (X >1). Au loc relatiile

P(An(X>3)) 1/4
P(A) 12 2

P(A)zl—F(l):% , Py(x>3)=

6. Sa se calculeze valoarea medie si dispersia variabilei aleatoare X,

egala cu numarul de puncte de pe fata superioara a unui zar aruncat.
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Solutie. Repartitia de probabilitate a lui X, respectiv a lui X° este

2(1 4 9 16 25 36]

1 2 3 4 5 6
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6)° 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

M(X):]l+2l++6l:z, M(X2)=1l+4L++36l:91
6 6 6 2 6 "% 6= 6
2 2 2 91 49 35
DXX)=MX Y -(MX)P == -2 =22
0 () ( ( )) 6 4 12

7. Sa se calculeze valoarea medie si dispersia variabilei aleatoare X,

avand densitatea de repartitie

1 .
f(x) = m daca1<x<4.
0 in rest
. © 4 1 7
Solutie. M(X):_J;OXf(X)dx:'lfxmdng ,
MOx)= szf(x)dx:}xz —dr=2, D20 = M) - (MR =22,
o0 1 WS 45

8. Stiind ca variabila aleatoare X are M(X)=1, D?(X)=3, si se
gaseasca o margine inferioard pentru probabilitatea P(-1< X <3).

Solutie. Folosind inegalitatea lui Cebisev, gasim

P(—1<X<3):P(|X—1|<2)>1—%:i .

9. Stiind ca timpul de servire (exprimat in ore) a unui client la o
benzinarie este o variabild aleatoare exponentialda de parametru # i ca pentru
servirea a 30 de clienti este nevoie in medie de 150 minute, sa se determine

valoarea parametrului #.

Solutie. Se stie ca valoarea medie a variabilei aleatoare exponentiale este egala
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cu 1. Din datele problemei rezultd ca timpul mediu de servire a unui client,
Y7,

exprimat in ore, este egal cu b5 _ 1 pegi
30 20

l:i, de unde u =20.
u 20

10. Notand cu p probabilitatea unui eveniment intr-o experienta si cu
f, frecventa sarelativa in n experiente, sa se afle de céte ori trebuie repetata

experienta respectiva, pentru ca

P(|f, - p|<0,05)>095.
Solutie. Deoarece M(f,)=p si D?( fn) = Pq , pe baza inegalitatii lui
n

Cebisev obtinem: P(| fn—p|<0,05 )=

2
D
=Pl M sy <00s)z1 -2y pd g L 100
0,05 n-0,05 4-1-0,05 n
A qe . 100 o .
Rezolvand inecuatia 1-—>0,95 gasim n >2000.
n

11. Se considerd perechea de variabile aleatoare dependente (X.Y),

avand repartitia de probabilitate data in tabelul de mai jos:

v 1
X

2104 | 01

2 101 | 04
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Sa se calculeze :
a) dispersiile lui Xsi Y;
b) covarianta lui X'si V;
c) dispersia lui X+7Y.

Solutie. a) Repartitiile lui X s1 ¥ (numite s1 marginale) sunt

-2 2 . -1 1
X S1 Y| .
(0,5 O,SJ (0,5 O,SJ

Repartitiile lui X° respectiv ¥’ sunt X 2(3 si Y 2(3

Obtinem M(X)=0, M(Y)=0, D*>(X)=4-0%=4, D*(¥)=1-02=1.

-2

" . 2
b) Repartitia produsului XY este XY ( j Rezulta ca

2 2

M(XY)=-0,4+1,6=12 ,1iar covarianta Cyy = M(XY)-M(X)-M(Y)=12 .

c) Repartitia sumei X+Y si a lui (Xx+Y)* este  respectiv

()(JFI/)(_3 A 3] si (X+Y)2(1 9}.

0,4 01 01 0,4 0,2 0,8

Rezultici M(X+Y)=0, M((X +7)? ): 02+72=74, D>’(X+Y)=74-0%>=74.
Observatie. Din acest exemplu rezulta ca daca variabilele aleatoare nu
sunt independente, atunci dispersia sumei poate sa difere de suma dispersiilor.
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